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論文内容要旨
 本論文は,ピアノ線のような弾性体でできた閉曲線のある束縛条件下におけるダイナミクスに関する
 ものである。多くの物理現象は,適当なエネルギー汎函数を最も減らす方向に運動する過程としてとら
 えることができる。このような観点から考察する場合,数学的には,そのエネルギー汎函数に対する勾
 配流を構成し,さらに,そのエネルギー汎函数に対する変分問題を解析することにより,その物理的現
 象をとらえることになる。曲線に関する変分問題としては,18世紀のEulerの研究にまで遡ることができ
 る。Eulerは長さが固定された曲線に対して,その曲率の二乗積分で与えられる汎函数(totalsquared
 Curvature)に対する変分問題を考察した。以来,この分野において数多くの研究がなされている。しかし,
 そのダイナミクスに関しては精密な研究例が豊富とは言えない。その理由の一つとして,系が…つまた
 は複数の束縛条件をみたしながらエネルギーを減らす方向に運動する場合には数学的取り扱いが複雑に
 なる,ということが挙げられる。このような背景が本研究の動機0)・一・つである。本論文では,平面内に
 ある閉曲線γに関する次の二つの問題について考察している:
 問題1.γが囲む領域の内側とその外側が二種の非圧縮性粘性流体F,,E、でそれぞれ満たされている状況を
 考える。このときγは曲げエネルギーを減らすように変形すると考えられる。しかし一方で,非圧縮性
 の仮定により,γが囲む面積は一定となる。このような場合にもγは曲げエネルギーを減らすように変
 形できるか?もし可能ならば,最終的にどのような形状となるか?さらに,γのダイナミクスはどのよ
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 うなものか?
 問題2.γが囲む領域の内側とその外側から,それぞれ,一様な圧力p、,p.がγにかかっているとする。そ
 して,外側からかかる圧力ρ,、が内側からかかる圧力ハよりも大きい場合を考える。外圧から内圧を引い
 た値(圧力差)をρと表すことにすると,pがある臨界値ρ*(bucklingload)より小さいときには円が安定
 であるが,ρがグ;をこえると座屈が生じる,つまり円でない形状が現れる。このとき,γはどのような
 振舞いをするか?
 冒頭でも述べたように,本論'文ではこのような問題を,γの運動はあるエネルギー汎函数の勾配流に支
 配され,最終的な形状はそのエネルギー汎函数に対する変分問題によって決定されるものとして定式化
 することで,γのダイナミクスに関して考察する。以下,各車の内容の概略を述べていく。
 第2章では,問題1のような束縛条件下において,閉曲線は曲げエネルギーを減らすように運動する
 ことが可能であり,最終的にはある形状に収束することを証明した。問題!に対応するエネルギー汎函
 数はγの曲率κの平方積分で与えられる。この汎函数はγの弾性エネルギーを表し,上で述べたtotal
 squaredcurvatul・eとして知られるものである。また,問題1における束縛条件は,(i)γは非伸縮である,
 (のγの囲む面積は一定である,とする。非伸縮性はγがピアノ線のような弾性体でできているという仮
 定に付随して現れるものである。積分を用いて定義される周長一定条件では曲線の伸縮を許してしまう
 ため,γの運動を記述する際には適切でない。そこで,γが常に弧長パラメータで表示されているとし
 て定式化する非伸縮性を束縛条件としている。まずは,非伸縮かつ囲む面積が…定であるという束縛条
 件に従う閉曲線の弾性エネルギーに対する勾配流方程式を導r吐。1する。その導出法は,空間内における弾
 性閉曲線の運動に関する研究N.KQiso(!996年)を参考とした。その勾配流方程式は,四階非線形方物型
 偏微分方程式,二階楕円型方程式,積分方程式からなる方程式系として与えられる。そして,この方程
 式系に対する初期値問題がすべての時間孟>0に対して古典解をもつこと,さらに,その解が,時刻孟を
 限りなく大きくするとき,対応する定常方程式の解にすべての階の導関数とともに一様に収束すること
 を示した。但し,初期値として与える閉曲線が円である場合は解の振る舞いが異なる。実際,初期閉曲
 線が円であるとき,その円自身が勾配流方程式の解であり,また,閉曲線は形状を保つだけでなく平行
 移動および回転もしないことを証明した。このような円の特異性が現れることは等一周不等式からも予想
 されることである。ここで川いた勾配流方程式の導出法およびその解析的手法は第4章でも用いられる。
 第3章では,問題2について考察し,圧力差p(正定数)が十分大きい場合の閉曲線の最終的な形状に
 関して調べた。この問題における閉曲線の最終的形状については,Tadjbakhsh-Odeh(1967年)によって,
 束縛条件付き変分問題が提唱されている。そのエネルギー汎函数は,第2章で述べた弾性エネルギーに,
 圧力差ρが閉曲線γに対してなす仕事を表す,γが囲む面積に圧力差ρをかけた汎函数を加えたもので
 ある。そして,束縛条件として周長一定条件を与えている。また,この変分問題のEu]el・一Lagrallge方程式
 は周期境界条件をもつ曲率κに関する二階常微分方程式となる。Tadjbakhsh-Odehによって,(i)すべての
 ρ>0に対してmhlimizerが存在する,(ii)円はこの変分問題の自明解であり,0<ρ〈p*に対して安定であ
 る,(iの一方,ρ>p*に対して円は不安定となる,ことが示されている。この結果から非自明解の存在が
 従うが,Ta(Ubakhsh-Odelユはその非自明解は2以一ヒの周期をもつことも示唆している。そして近年になつ
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 て,K.Watallabe(p1・eprhlt)により,任意のp>p*と各1z≧2に対して,1z周期をもつ非自明解の,Jacobi
 の楕円函数を用いた,表現公式が与えられた。この非自明解は1zモード解とよばれ,この非自明解に対
 応する閉曲線はπ個の対称軸をもつ。第3章では,p>0が十分大きい場合のπモード解のより精密な情
 報を得るために,特異摂動法を用いることによりpが十分大きいときのπモード解の漸近形を求めた。
 但し,これによってすべてのπモード解の漸近形が求められたわけではない。つまり,第3章で与えら
 れる漸近形と異なる漸近形をもつ1zモード解が存在する可能性がある。この可能性を排除することは今
 後の研究課題の一つである。ここで得られたπモード解の漸近形は,πモード解に対応する閉曲線のp
 が十分大きい場合の形状を与えるとともに,第4章においてηモード解の安定性および不安定性を決定
 する際に重要な役割を果たす。
 第4章では,勾配流方程式に対する考察と変分問題の解の安定性および不安定性に関する考察をあわ
 せることによって,ρが十分大きい場合に,問題2における閉曲線のダイナミクスについて調べた。まず
 勾配流方程式に対する考察についてであるが,方程式の導出法およびその解析的手法は第2章とほぼ同
 様である。そして,第2章と同様の結果,つまり任意のp>0に対して閉曲線はエネルギーを減らすよう
 に運動することが可能であり,最終的には対応する定常方程式の解によって決定されるある形状に収束
 する,ということが従う。但し,この場合には面積に関する束縛条件がないため,第2章のように円に
 関する特異性は現れない。また,対応する定常方程式が,第3章で述べた,Euler-Lagrange方程式と同値
 であることも確かめることができる。従って,1つが十分大きいときには円が不安定であるという事実から,
 pが十分大きい場合のηモード解の安定性および不安定性を調べることにより,pが十分大きいときの閉
 曲線のダイナミクスを明らかにできることがわかる。実際,この問題のエネルギー汎函数に対する第二
 変分の符号を判定することにより,pが十分大きいとき,η≧3に対してπモード解は不安定であること
 を証明した。この証明の中で重要な役割を果たすのが,第3章で得られたπモード解の漸近形から得ら
 れる情報である。その漸近形から,πモード解に対応する閉曲線の形状は,一部を除けば,円弧に近いと
 いうことがわかる。そして,その円弧状の部分が不安定性を引き起こす要因の一つであることも証明か
 ら見て取ることができる。また,安定性についてであるが,すべてのπモード解の漸近形が第3章で与
 えられる漸近形と一致することを確かめることができれば,pが十分大きいとき2モード解は安定である
 ことが従う。これも今後の研究課題である。
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 論文審査の結果の要旨
 弾性曲線の変形の問題は古くから研究されている。弾性体でできた線分の両端から圧力を加えたとき,
 その大きさが臨界値を超えると真っ直ぐな状態は不安定となり,曲がる。そのときに現れる曲線の形状
 を,Eulerは弾性エネルギーの停留点を求めて楕円函数を用いて表示した。弾性体でできた環に法線方向
 から一様な圧力を加えた場合の挫屈の問題を考えたのがTadjbakhshとOdehであった。近年,小磯憲史氏が
 空間内の閉曲線の場合について,弾性曲線の変形の動力学を,エネルギーの勾配流が最小化元に収束す
 る過程と解釈して研究した。
 岡部真也は,平面内の閉曲線が,一つまたは二つの束縛条件を満たしながら,ある種のエネルギーを減
 らす方向に運動する様子を研究した。特に,束縛条件が二つ以上ある場合,それらを同時に満足させな
 がら運動することができるかどうかは自明ではない。岡部は提出した博士論文の中でつぎの三つの結果
 を得ている。
 主要結果の第一は,非伸縮性とその曲面が囲む面積が一定であると云う二つの束縛条件の下で,曲げ
 エネルギーと解釈できる曲率の平方積分に対する勾配流の構成に関するものである。非伸縮性とは,曲
 線の長さが一定で,かつ,つねに弧長パラメータによって表示されていると云う条件として定式化され
 る。囲む面積に対する条件がない場合についての小磯による論文にならって,面積一定条件を織り込ん
 だ勾配流方程式を導出し,時間的に局所的な解を作用素の解析半群と分数翼を用いる方法を援用して構
 成した。これだけでも先行論文から実質的な一歩を踏み出している。さらに勾配流方程式の解がすべて
 の時間に対して存在することを,問題の幾何学的性質をよく見極めた巧妙な議論を展開することにより,
 証明した。
 第二の結果は,非伸縮性の条件卜'で,曲率の平方積分と,その曲線が囲む領域の面積に定数pを掛けた
 ものの和で定義されるエネルギー汎函数(Tadjbakhsh-Odeh汎函数)の勾配流を構成し,それがすべての時間
 に対して存在し,かつ定常状態に近づくことの証明である。この部分は第一の結果の類似である。
 第三の結果は,Ta硅ibakhsh-Odeh汎函数の臨界点の安定性に関するものである。これまで自明な臨界点
 である円周の近傍においては分岐理論を用いて安定性が判定されていたが,分岐点から離れたところで
 の臨界点の構造は数式処理プログラムを用いて得られた結果しか知られていなかった。著者はρ→+・。の
 ときの定常解の漸近展開を求め,臨界点の構造を解明することにより,対称軸が3個以上ある臨界点の不
 安定性を示し,また不安定指数の下からの評価を与えた。
 以」二の結果は,平面内の弾性閉曲線の形状を求めると云う幾何学的変分問題に対し,勾配流の構成お
 よび不安定平衡点の不安定方向の決定などの動力学的観点から画期的な寄与をなすものであり,高く評
 価できる。
 これらは,著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している。
 したがって岡部真也提出の論文は博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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